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１．  はじめに 

 

 分離可能想定下の非負行列分解（Separable NMF）は画像処理、テキストマイニング、クラ

ウドソーシングなどに応用を持つ。本研究課題ではSeparable NMFに対して組合せ的最適化問

題に基づく手法とその緩和に基づく手法について研究を行った。 

 
 ２． 分離可能想定下の非負行列分解   
 
非負行列𝐴 ∈ 𝑅!"×$は二つの非負行列𝑊 ∈ 𝑅!"×% , 𝐻 ∈ 𝑅!%×$を用いて、𝐴 = 𝑊𝐻というように積 

の形に分解できるとする。このような分解は非負行列分解（NMF）と呼ばれる。𝐴の NMF 𝐴 =

𝑊𝐻	において行列𝐻が次のような条件を満たすとき、 

 
𝐻 = [𝐼, 𝐻+]Π ∈ 𝑅%×$ 

 

𝐴の NMF は分離可能(separable)であると呼ばれる。ここで、𝐼は𝑟次単位行列、Πは𝑛次置換行

列、𝐻+は大きさが𝑟 × (𝑛 − 𝑟)の非負行列である。今後の議論のために用語を準備する。非負行

列𝐴 ∈ 𝑅!"×$が以下のように分解できるとき、 

 

𝐴 = 𝑊𝐻 ∈ 𝑅!"×$, 𝐻 = [𝐼, H+]Π ∈ 𝑅!%×$ 
 

𝐴は𝒓-分離可能であると呼ぶことにする。また、𝑟を分解ランク、𝑊を基底行列と呼ぶことに

する。𝐴の NMF が𝑟-分離可能の場合、基底行列𝑊の各列は𝐴の列の中に含まれることを意味す

る。したがって、𝐴の列の中から、基底行列の列を全て見つけることができれば、𝐴の NMF を

計算することが可能である。 

Separable NMF 問題を以下のように定める。 

 
問題 

𝑟-分離可能な𝐴 ∈ 𝑅"×$と分解ランク𝑟が与えられたとき、𝐴の基底行列を求めよ。 

 
一般に NMF を計算することは NP 困難であるが、Separable NMF 問題は多項式時間で解くこと

ができる。NMF に分離可能性を仮定すると、応用の範囲は限定されてしまうが、画像処理、

テキストマイニング、クラウドソーシングなどに応用がある。このような応用から生じる

Separable NMF はノイズを含むことを想定するのが自然である。 そこで、𝑟-分離可能な𝐴 ∈

𝑅!"×$はノイズ𝑉 ∈ 𝑅"×$を含むという設定を考える。 



 

 

 
𝐴 = 𝑊𝐻 + 𝑉 = 𝑊[𝐼, 𝐻+]Π + 	𝑉 

 
このようなノイズを含むような𝐴に対して、Separable NMF 問題に対するアルゴリズムを適用

したとき、基底行列𝑊をよく近似する出力が得られる場合、アルゴリズムはノイズに対して

頑強であると言う。Separable NMF の実問題への応用においては、アルゴリズムのノイズ頑

強性が成功の鍵となる。 

 
 ３． 直接法：組合せ的最適化問題に基づく手法 

 
 Separable NMF 問題は以下のように組合せ的最適化問題として定式化できる。 

 

最小化 ||	𝐴	 − 	𝐴𝑋	|| 条件 𝑋 ∈ 𝑅$×$は非負行列で𝑟本の非ゼロな行を持つ  (1) 

 

行列𝑋 ∈ 𝑅$×$がこの問題の変数である。問題(1)に対して、Gillis は以下のような最適化問題

を解くことを提案した[5]。 

 

最小化 𝑓(𝒦) 条件 |𝒦| = 𝑟  (2) 

 

集合 𝒮 = {	𝒉 ∈ 𝑅%	|	𝟏&𝒉	 ≤ 1, 𝒉 ≥ 0} に対して関数𝑓を以下のように定める。 

 
𝑓(𝒦) = max	

'(),…,$
min
𝒉∈𝒮

	I|	𝐴(: , 𝑗) − 𝐴(: ,𝒦)𝒉	|I
/
 

 
問題(2)の最適解𝒦∗に対して、𝐴(𝒦∗)を構築すると𝐴の基底行列をよく近似することを Gillis

は証明した[5]。以下に結果の概要を述べる。もし、ノイズ𝑉はどんな𝑗に対しても 	I|𝑉(: , 𝑗)|I
/
の

値が小さくなるならば、 𝐴(𝒦∗)の列を適切に並び替えると基底行列𝑊とのギャップ I|𝑊 −

𝐴(𝒦∗)|I
/
はある定数で上から抑えることができる。更に、この上限を本質的に改善することは

できない。したがって、この手法は Separable NMF 問題に対しての最適な手法である。 

 Gillis の研究では具体的なアルゴリズムを示してない。そこで、本研究では 0/1 整数計画問

題に基づくアルゴリズムを開発し、Gillis の研究と同様の理論結果を証明することに成功し

た。ここでは、0/1 整数計画問題に基づく提案手法について説明する。問題(1)において目的

関数のノルムを 1 ノルムに定めると、この問題は以下のように書き換えることができる。 

 

最小化 ||	𝐴	 − 	𝐴(𝒦)𝑌	||) 条件 𝑌 ≥ 𝑂, |𝒦| = 𝑟   (3) 

 

行列𝑌 ∈ R%×$と添字集合𝒦が問題の変数である。この問題は以下のような 0/1 整数計画問題に

帰着することができる。 

 
 
 



 

 

(P) 最⼩化 𝑧 
 条件 𝐴 − 𝐴𝑋 = 𝐹 − 𝐺 
  ∑ 𝐹(𝑖, 𝑗) + 𝐺(𝑖, 𝑗) ≤ 𝑧$

1() , 𝑗	 = 1,… , 𝑛  

  ∑ 𝑋(𝑖, 𝑗)$
'() ≤ 𝑀𝑠1 , 𝑖 = 1,… , 𝑛  

  𝑠) +⋯+ 𝑠$ = 𝑟 

  𝑋	 ≥ 𝑂, 𝐹	 ≥ 𝑂, 𝐺	 ≥ 𝑂	 

  𝑠1 ∈ {0,1}, 𝑖	 = 	1, … , 𝑛 

 
変数は(𝑋, 𝐹, 𝐺, 𝑠, 𝑧) ∈ 𝑅$×$ × 𝑅"×$ × 𝑅"×$ × {0,1}$	 × 𝑅である。𝑀は十分大きな実数とする。今、𝐴は
𝑟-分離可能であるとしよう。このとき問題(P)の最適解 (𝑋∗, 𝐹∗, 𝐺∗, 𝑠∗, 𝑧∗)から添字集合𝒦 =

{	𝑖		|		𝑠1∗ 	= 	1	}を構築すると、𝐴の基底行列は𝐴(𝒦)と一致する。これより以下のようなアルゴリズ

ムを設計できる。 

 

アルゴリズム 1 

入力：𝐴 ∈ 𝑅"×$と正数 𝑟 
出力：要素数 	𝑟の添字集合𝒦 

 

1:  (𝐴, 𝑟)	に関して問題(P)を解いて最適解(𝑋∗, 𝐹∗, 𝐺∗, 𝑠∗, 𝑧∗)を求める。 
2:  添字集合𝒦 = {	𝑖	|	𝑠"∗ 	= 	1	}を構築し出⼒する。 

 
 アルゴリズム 1 を MATLAB で実装した。0/1 整数計画問題のソルバーとして CPLEX を利用し

た。人工的にデータを生成し、ノイズ頑強性と計算時間を調べた。その結果、提案手法はノイ

ズ頑強性に優れていることを確認した。また、𝑛	 ≤ 200 程度ならば現実的な時間でアルゴリズ

ムは終了することを確認した。予想通り、ノイズ頑強性の点では優れているが、計算時間に課

題があることが分かった。 

 
 
 4． 緩和法：組合せ的最適化問題の緩和に基づく手法 

4-1. アルゴリズム 

 

組合せ的最適化問題の緩和に基づく手法について考えよう[7]。以下のように問題(3)の緩和

問題(H)を構築する。 

 
 
 



 

 

 
 

 
 
 
 
行列𝑋 ∈ 𝑅$×$がこの問題の変数である。問題(H)は線形計画問題に帰着することができる。ア

ルゴリズム 1 において(P)の代わりに(H)を解くアルゴリズムを設計する。 

 

アルゴリズム 2 
⼊⼒：𝐴 ∈ R#×%と正数 𝑟 
出⼒：要素数 	𝑟の添字集合𝒦 

 
1:  (𝐴, 𝑟)	に関して問題(H)を解いて最適解𝑋∗を求める。 
2:  𝑋∗の対⾓要素を⼤きい順から𝑟個選び、その添字集合𝒦を出⼒する。 

 
 
アルゴリズム 2 はノイズに対して頑強であることが理論的に示されている。しかし、問題(H)

は問題(P)に比べて解くことが容易であるが、行列の規模が大きくなると(H)を解くためには

多くの計算時間が必要となる。そのため、(H)に対して効率的解法を開発する必要がある。本

研究では列生成法に基づく手法を開発した。その概要を以下で説明する。 

(H)の実行可能解𝑋は多くの零要素を持つ。実際、制約式 0 ≤ 𝑋(𝑖, 𝑗) ≤ 𝑋(𝑖, 𝑖) ≤ 1 より、もし

𝑋(𝑖, 𝑖) = 0ならば𝑋の 𝑖行目の全ての要素は零となる。更に制約式 0 ≤ 𝑋(𝑖, 𝑖) ≤ 1, tr(𝑋) = 𝑟から𝑋の

多くの対角要素は零となることが期待できる。したがって、𝑋の行を適切に並べ替えると、以

下のように𝑋は非零行列𝑋\ ∈ 𝑅3×$と零行列に分割することができる。 

 
𝑋 = ]𝑋\

𝑂
^ ∈ 𝑅$×$ 

 

このことを踏まえると、より規模の小さい問題を解くことで(H)の最適解が得られることが分

かる。𝒰 ⊂ {1,… , 𝑛}, |𝒰| = 𝑢 に対して、 

 
最小化 ||	𝐴	 − 	𝐴(𝒰)𝑋	||) 条件 𝑋 ∈ 𝒞(𝑢)   (4) 

 

を定める。ここで𝒞(𝑢)は以下のような条件を満たす行列𝑋 ∈ 𝑅3×$の集合である。 

 

∑ 𝑋(𝑖, 𝑖) = 𝑟3
1()   

0 ≤ 𝑋(𝑖, 𝑗) ≤ 𝑋(𝑖, 𝑖) ≤ 1, 𝑖 = 1,… , 𝑢, 𝑗 = 1,… , 𝑛	 

 

問題(4)の変数は行列𝑋 ∈ 𝑅3×$なので(H)よりも問題規模は小さい。また、問題(4)も線形計画

問題に帰着することができる。𝒰を適切に選んで問題(4)の最適解𝑋∗を計算する。すると、⾏列

(H) 最⼩化 ||	𝐴	 − 	𝐴𝑋	||) 
 条件 tr(𝑋) = 𝑟 
  0 ≤ X(i, j) ≤ X(i, i) ≤ 1, i, j	 = 	1, … , n 



 

 

[𝑋; 𝑂] ∈ 𝑅$×$を構築して行を並べ替えると(H)の最適解に一致することを示せる。そして、列生

成の枠組みを用いるとこのような𝒰を求めることができる。 

 
4-2. 実験  

 アルゴリズム 2を MATLABで実装し、ハイパースペクトル画像の端成分抽出問題に適用した。

データは Urban データセットを用いた。このデータセットはテキサス州のある都市を HYDICE

センサで取得したものである。これまでの研究によって、Urban データセットの端成分はアス

ファルト、草、木、屋根 1、屋根 2、土であることが判明している。また、各端成分のスペク

トルも判明している。実験では提案手法と 6 つの既存手法 SPA[2]、PSPA[4]、ER[6]、VCA[1]、

SNPA[3]を比較した。各手法で得られた端成分スペクトルの推定値𝒘g), … ,𝐰g%がどのくらい真値

𝒘), … ,𝒘%に近いかを評価するために MRSA（mean-removed spectral angle）を用いた。MRSA は

0 から 100 までの値を取る。推定値が真値に近い場合、MRSA の値は小さくなり、特に、推定値

が真値に一致すると MRSA の値は 0 となる。表 1 は端成分ごとの MRSA 値とその平均値をまと

めたものである。この表からアルゴリズム 2 による予測値は 6 つの端成分の内、5 つの端成分

に対して既存手法よりも真値に近いことが分かる。 

 

表 1 端成分スペクトルごとの MRSA 値と平均値 

 アルゴリ

ズム 2 

SPA PSPA ER VCA SNPA 

アスファルト 9.2 20.5 20.5 12.7 20.5 16.2 

草 5.7 18.4 18.4 50.0 35.4 15.7 

木 3.4 4.7 4.7 4.7 4.7 15.3 

屋根 1 7.1 12.5 12.5 12.5 12.5 13.6 

屋根 2 18.9 29.2 29.2 17.1 17.1 50.0 

土 3.2 16.7 16.7 16.7 16.7 50.0 

平均 7.9 17.0 17.0 19.0 17.8 26.8 

 
 

5． まとめ 

 
 本研究では Separable NMF 問題に対して組合せ的手法を開発した。直接法のノイズ頑強性

を理論的に解析した。また、人工的に生成したデータを用いて実験を行った。その結果、ノ

イズに対する頑強性を確認できた。また、列数が 200 以下ならば現実的な時間で計算が終了

することが分かった。緩和法の計算効率を改善するために問題(𝐻)に対して列生成法に基づ

く手法を開発した。実際に、提案手法をハイパースペクトル画像の端成分抽出問題に適用し

てその有効性を確認した。 
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